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壹︾研究動機「 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
貳︾研究過程「 
一︾海倫公式的證明 

 

      圖一 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 如圖一 

 

 

把(1)代入(2)得 

把(3)代入(4)得 

為垂足作 DBCAD ,⊥
hADcABbACaBC ==== ,,,設

xaBDxCD −== 則又設 ,

 

h2 = b2 − x2 − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −(1)
∴b2 − x2 = c2 − (a − x)2

∴b2 − x2 = c2 − a2 + 2ax − x2

⇒ x = b
2 + a2 − c2

2a
− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −(2)

h2 = b2 − (b
2 + a2 − c2

2a
)2

h2 = 4a
2b2 − (b2 + a2 − c2 )2

4a2
− − − − − − − − − − − − − − − (3)

的面積表設 ABCS Δ

ahS
2
1=則

⇒16S2 = 4a2h2 − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −(4)

  在學習數學的過程中，常常記憶許多如常識般的公式，但是這些公式究竟是如何產

生的，通常我們都不會想要瞭解，例如三角形的面積公式是「(底× 高)÷ 2」，隨著課程

內容的加深，學完三年級的相似形之後，老師在課堂上又補充了另一個面積的算法---
「海倫公式（Heron fornula）」 ：    

        

      

  但是老師認為海倫公式的證明對於多數的同學，稍嫌困難，鼓勵有興趣、數學程度

較佳的同學，自行動手嘗試解決或與老師討論。利用畢氏定理的基本概念，在似懂非懂

中，費了九牛二虎之力，經由老師的提醒，完成了海倫的公式的證明，因此聯想到一般

的四邊形是否也有類似漂亮的面積公式？這就是我們研究的動機。 

從三角形的面積談起   
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  二︾任意四邊形的面積 

           圖二 
 
 
 
 
 

            

 
 
 
如圖二︽ 
在四邊形 ABCD與四邊形 A’B’C’D’中︽ 
若 AB = A 'B ',BC = B 'C ',CD = C 'D ',但 AC ≠ A 'C '    
顯然︽由海倫公式可得知 

''',''' DCAACDCBAABC ≠ΔΔ≠Δ  

 
因此︽只給予一個四邊形的四個邊長︽是無法求其

面積的〈 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
如圖三 

ACFEADCFBCAE 為垂足，連、作 ,, ⊥⊥ 〈 

設 AB = a,BC = b,CD = c,DA = d,AE = x  

  DF = f ,CF = y  
又設四邊形 ABCD的面積為 S 

 (a
2 − e2 )+ (b − e)2 = AC

2
= (c2 − f 2 )+ (d + f )2  

∴a2 + b2 − c2 − d 2 = 2be+ 2df  
則

(a2 + b2 − c2 − d 2 )2 = 4b2e2 + 8bedf + 4d 2 f 2 − − − − − − − (5)

 

 

 
        圖三 

16S2 = 4a2 4a
2b2 − (b2 + a2 − c2 )2

4a2

⇒16S2 = 4a2b2 − (b2 + a2 − c2 )2

⇒16S2 = 2ab + b2 + a2 − c2( ) 2ab − b2 − a2 + c2( )
⇒16S2 = a + b + c( ) a + b − c( ) c + a − b( ) c − a + b( )

⇒ S2 = a + b + c
2

a + b + c
2

− c⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
a + b + c
2

− b⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
a + b + c
2

− a⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

0>S

))()(( cpbpappS −−−=故 2
cbap ++=其中

'''' DCBAABCD 四邊形四邊形 ≠⇒

三、求圓內接四邊形的面積： 
  底下我們將探討，如果圓內接四邊形的各邊長為已知，是否可得到一個簡單的公式來

表示出其面積？ 
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dybxS
2
1

2
1 +=  

∴4S2 = b2x2 + 2bxdy + d 2y2  
⇒ 4S2 = b2 (a2 − e2 )+ 2bxdy + d 2 (c2 − f 2 )  

⇒ b2e2 + d 2 f 2 = a2b2 + c2d 2 + 2bxdy − 4S2 − − − − − − − − − − − − − − − −(6)  

把(6)代入(5)化簡︽得 

(a2 + b2 − c2 − d 2 )2 = 4a2b2 + 4c2d 2 + 8bxdy −16S2 + 8bedf
(a2 + b2 − c2 − d 2 )2 = 4a2b2 + 4c2d 2 −16S2 + 8bd(ef + xy)− − − −(7)

                                        

                                            
為圓內接四邊形四邊形ABCD  

∴∠B +∠ADC = 180°  
CDFABE ΔΔ ~則  

c
a

f
e

y
x ==⇒  

f
c
aey

c
ax ==⇒ ，  

xyef +∴  

yy
c
aff

c
a ⋅+⋅=  

)(
22 yfc

a +=  

cc
a 2=  

= ac − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − (8)
把(8)代入(7)化簡︽得 

16S2 = 4a2b2 + 8abcd + 4c2d 2 − (a2 + b2 − c2 − d 2 )2

⇒16S2 = (2ab + 2cd)2 − (a2 + b2 − c2 − d 2 )2

⇒16S2 = (2ab + 2cd + a2 + b2 − c2 − d 2 )(2ab + 2cd − a2 − b2 + c2 + d 2 )
⇒16S2 = [(a + b)2 − (c − d)2 ][(c + d)2 − (a − b)2 ]
⇒16S2 = (a + b + c − d)(a + b − c + d)(c + d + a − b)(c + d − a + b)

∴S2 = (a + b + c − d)
2

(a + b − c + d)
2

(c + d + a − b)
2

(c + d − a + b)
2

因 S>0 

))()()(( dpcpbpapS −−−−=  

    

)(
2
1 dcbap +++=
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參、結論： 
   一、設圓內接四邊形的各個邊長為 a、b、c、d，又 p 表示周長的一半 

      則此四邊形的面積   

      老師告訴我們，此公式是由公元七世紀印度天文學家、數學家婆羅摩笈多(Brahmagupta 
      598-665 以後)所提出，因此稱之為「婆羅摩笈多定理」，但是，在當時到底是如何證 

明的，目前尚查不到資料 因此不得而知。 
 

   二、任一三角形必有一外接圓，因此，若令「婆羅摩笈多定理」中的 d=0，即可得到「海 
 倫公式」。 
 

   三、若四邊形 ABCD 外切於一圓，又內接於一圓時，則知 a+c=b+d，從而 p=a+c=b+d。 

       即 p-a=c、p-b=d、p-c=a、p-d=b 代入「婆羅摩笈多定理」，可得  

肆、我的心得： 
 一、在推導公式的過程中，遇到很多的困難，因為我們只有商高定理及相似形及簡單乘

法公式…等概念，但是推導的過程中，發現其實需要更多的數學知識，並將乘法公

式、因式分解、方根、圓內接四邊形性質…等所學的知識，先融會貫通才能進行推

導，所以很感謝老師很有耐心的說明。 
    二、我們最大的收穫是發現數學可以有這麼多有趣的延伸，也知道原來學習數學不是只

有計算題目，找出答案而已。 
    三、最後，在這段過程中，對自己最大的成長，是我比較可以靜下心來解決遇到的問題，

這是最大的收穫。 
    四、後來我們在網路上也有查到，如果利用「行列式」的方式，也可以求出四邊形的面

積，甚至是多邊形都可以求出，以四邊形為例，將其頂點以座標形式表示，並依順

時針或逆時針寫下來，其圖形與公式如下: 

                              

                     

       這是接下來我們要去弄懂的部份。 
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陸︾參考資料 
   一︾翰林版數學(三)商高定理〈 
   二︾部編本國民中學選修數學(上)︾(下)〈 
   三︾左銓如︾季素月編著(1998)「初等幾何研究︽九章出版社〈 
   四︾世部貞世郎著︽九章出版社譯�1986�「幾何學辭典︽九章出版社〈 
   五︾梁宗巨主編(1989)「數學家傳略辭典〈�濟南�山東教育出版版〈 
   六︾谷超豪主編(1995)「數學辭典〈�上海�上海辭書出版社〈 
   七︾�俄�B.B. 波拉索洛夫著︽周春荔︾張同君等譯(1988)「平面幾何問題集及解答︽ 
      (長春)東北師範大學出版社〈 

伍、老師的話 
    一、「海倫公式」也可利用「三角函數」來證明。 
    二、「婆羅摩笈多定理」的證明也可採用下列兩種方法： 
   (一)先證明「布雷特施奈德公式」(Bretschneide fornula) 

        “設四邊形 ABCD 的四邊 、 、 、 及兩對角線 、  

        依次為 a、b、c、d 及 m、n 

        則其面積    ” 

        再依據托勒密(Ptolemy，約 100-約 170，希臘天文學家、數學家)定理， 
        得 mn=ac+bd，代入化簡即可。 
    
      (二)證明下面公式 

        “設四邊形 ABCD 的四邊 、 、 、 依次為 a、b、c、d 

         又 p 為半周長 

         則其面積     ” 

         再由圓內接四邊形其對角互補性質，得  ，代入即可。 
     
    三、若四邊形 ABCD 中，有一邊退縮為零，則 

          

        代入「布雷特施奈德公式」，則可得 

               

        此公式與「海倫公式」類似，為我國南宋數學家秦九韶(約 1202-1261)所發現。 
 

陸、參考資料 
   一、南一版數學(一)商高定理。 
   二、部編本國民中學選修數學(上)、(下)。 
   三、左銓如、季素月編著(1998)：初等幾何研究，九章出版社。 
   四、世部貞世郎著，九章出版社譯（1986）：幾何學辭典，九章出版社。 
   五、梁宗巨主編(1989)：數學家傳略辭典。（濟南）山東教育出版版。 
   六、谷超豪主編(1995)：數學辭典。（上海）上海辭書出版社。 
   七、（俄）B.B. 波拉索洛夫著，周春荔、張同君等譯(1988)：平面幾何問題集及解答， 
    (長春)東北師範大學出版社。 
 


